BOQ GIAO DUC VA PAO TAO
TRUONG PAI HOC MO - PIA CHAT

BAO CAO HQC THUAT

SU DUNG QUY TAC L’HOSPITAL PE TiNH GIOI HAN

TH.S NGUYEN THE LAM

Ha Noi , thang 6/2026




BOQ GIAO DUC VA PAO TAO
TRUONG PAI HOC MO - PIA CHAT

BAO CAO HQC THUAT

SU DUNG QUY TAC L’HOSPITAL PE TiNH GIOI HAN

XAC NHAN CUA BO MON

Ha Noi , thang 6/2026




MUC LUC

LOI MO PAU 2
PHAN I. QUY TAC L'HOSPITAL 3
PHAN 2. BAI TAP 6
Dang 1.Tim cac giéi han sau: 6
Dang 2. Tinh cac gigi han sau: 7
Dang 3. 8
KET LUAN 10
TAI LIEU THAM KHAO 11




LOI MO DAU

Trong giai tich, quy tic L’hospital dong vai trd quan trong, 1a cong cu ding dao
ham dé khir cac dang vo dinh khi tinh giéi han. Thay vi dung cac phép bién dbi dai sd
phirc tap, quy tic nay gitp tinh giéi han mot cach nhanh chong va c6 hé thong. Quy tic
L’hospital khong chi quan trong trong chuong trinh toan hoc phé thong, Pai hoc ma con 13
nén tang cot 16 trong cac bai toan tbi wu hoa, vat 1y, k¥ thuit va phan tich thuat toan.

Trong dé thi mén toan giai tich 1 thuong xuat hién cdu tinh giéi han c6 sir dung dén
quy tic L hospital. Nham gitip cic em sinh vién lam t5t cdu tinh giéi han t6i d3 hoan thanh
bao cao nay.

Uu diém ciia bao cdo 1a hé théng vi dy va bai tap day du kém theo 10i giai chi tiét
dé hiéu.

B4o cdo gdm 2 phan:

Phéan 1:Trinh bay vé quy tic L’hospital .
Phan 2: La hé thong bai tap .

Pay 1a tai liéu bo ich gitp cac em sinh vién va ca cac thay ¢ hiéu sau hon vé quy tic
L’hospital , hoc duoc ky ning giai cac bai toan vé tinh giéi han khi sit dung quy tic
L’hospital.

Mic du rat c6 ging nhung chéc chin bao céo s& khé tranh khoi cac thiéu sot. Vi vay

rat mong nhan dugc nhiing ¥ kién phan héi ciing nhu déng goép dé bao cao hoan thién hon.



PHAN 1. QUY TAC L'HOSPITAL
Chung ta d biét rang c6 mot mdi quan hé gitta gidi han dang v6 dinh va khong vo

dinh. Chung ta bit dau tim hiéu van dé nay v6i mot dinh Iy don gian:

Néu f(x) va g(x) déu bang 0 tai x=a va cé dao ham tai day, thi

f(x) _'(a) (%) 0

e 2@ g0

X=a

voi g'(a)#0. Dé chimg minh, ta stt dung f(a)=0 va g(a)=0 dé viét:

f(x)_[f()=f(@)]/(x=a)  f'(a)
2(x) [g(x)-g(a)/(x-a)] ~g'(a)

Str dung phuong phap nay, chiing ta c6 thé dé dang tinh duoc cac giGi han sau:
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néu ta str dung cac cach khac thi s& rat kho dé tinh duoc gi6i han nay.

Cong thitc (1) yéu cu sy ton tai ciia dao ham ciia ham f(x) va ham g(x) tai x=a.
Tai cac diém khac, khong can phai c6 dao ham, va ciing khong yéu cau phai 14 lién tuc. Tuy
nhién, néu ton tai dao ham tai mot diém giita « va lién tuc tai a, khi d6 ching ta c6 thé st
dung cong thirc (1) theo cach khac, bang viéc ap dung dinh 1y gia tri trung binh cho tr s6 va
mau so:

f(6)_f®-fla)_fla)-a)_f(a)  f(a) (5)

g(x) g(x)-gla) g'(e)(x-a) g'(c) g'(a)
khi x —>a.O day ¢, va ¢, nam giita x va a, va ca hai cung tién téi « khi x —>a.
Noi chung cong thirc (1) cho ta mot cong cy tot tim gidi han khong xac dinh mic du
vay nd van con mot sd han ché. Vi du nhu trong tinh hudng chung ta gia thiét rang
f'(a)=g'(a)=0, va trong tinh huéng nay bicu thirc bén phai ctia (1) v6 nghia. Tuy nhién

chung ta c6 thé sir dung phuong phap ching minh thir hai dé giai quyét van dé nay theo cac



budc sau. Gia thiét rang ¢,, ¢, trong (5) co thé lay bang mot gia tri khac, do d6 phan dau
cta (5) c6 thé viét lai nhu sau:

f(x) _f(x)=f(a) _f'(c)
g(x) g(x)-g(a) g'(c)

trong d6 ¢ 1a diém giita x va «. Gi6i han khi x — a, cho phép chiing ta thay thé s6

(6)

thuong.
M bang ti sd
g(x) g'(x)
Khi d6 qui tac L’Hospital phat biéu rang:
ACIIYAC)

Iim——+= =1lim
x—a g(x) x—a g'(x)

(7)

mién la gi6i han bén vé phai ton tai. Cac ban can chu ¥ ring gid thuyét f(a)=g(a)=0
duogc dat tai day.

Qui tic L’Hospital duoc dit tén sau khi nha toan hoc ngudi Phap (mot hoc sinh ciia
Bernoulli) xuit ban quyén sach mang tén “Analyse des infiniment perils” (trang 182, tai
Paris nam 1696), d6 1a quyén sach dau tién vé phép tinh vi phan va tich phan dé hiéu va
duoc phé bién mét cach rong rai.

Vi du 1: Tai phan dau cta bao cdo nay ching ta di udc tinh gidi han (2), (3) va (4)
bang cong thirc (1). Nhitng gidi han nay c6 thé dugc tim thiy bang qui tic L’Hospital (7):

3x*=7x+2 . 6x-7 5
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. sinx . COSXx
lim =1lim =1
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. tan6x .. 6sec’ 6x
lim——=lim————-=3
=0 o xX= x—0 2e X

Ly do (7) lam viéc mot cach troi chay va nhanh chéng trong cac tinh hudng nay vi
trong mdi trudng hop gidi han thir 2 déu c6 thé dé dang duogc tim ra. Piéu chung ta quan
tam & ddy c6 phai 1a moi thir (1) déu c6 thé thuc hién, (7) co thé giai quyét nd mot cach dé
dang; va trong vi du tiép theo khi (1) khong thé thuc hién duoc thi (7) trd nén manh mé va
¢6 thé thue hién nd mot cach dé dang.

Vi du 2: Qui tac L’Hospital dua ra két qua trong cac van dé giéi han nhu:

l1—-cosx
2

lim

x—0 X




Tai day, cong thirc (1) khong c6 tic dung, chung ta s& thiy su sai sot trong viée cd
gang tinh toan:

. l—cosx sin x| 0
lim — =
x—0 X 2x

Ly do (1) sai la gia thuyét g'(a)#0, va diéu kién ndy khong thoa min & day. Tuy

nhién voi (7) ta co

. l—cosx .. sinx
lim — = lim
x—0 X x—0 2x

néu nhu ton tai gi61 han thr hai. Nhung gidi han thr hai mot l4n nita co dang 0/0, vi
vay qui tic L’Hospital 4p dung 1an thir hai cho phép chung ta tiép tuc va nhan duogc két qua
chinh xac:

. l—-cosx ,. sinx ,. cosx 1
lim — = lim =lim =—
x—0 X x—0 2x x—0 2 2

Mot giGi han khac ciing 4p dung duoc nhu thé nay la:
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x—0 X x—0 2x x—0 2 8

Gidi han trong Vi du 2 thé hién tinh wu viét ctia qui tic L’Hospital (7) hon cong thirc
(1): n6 s& hop 1¢ khi ndo gi6i han bén phia phai ton tai, bit chip tinh hudng g'(a) ton tai
hay khong. Do d6 nhu chung ta c6 f'(a)=g'(a)=0, chung ta s& c6 dang khong xac dinh
0/0 va chung ta c6 thé ap dung qui tic L’Hospital 1an thir hai:
S) S L)

lim~—~%=1lim
X—a g(x) x—a g'(x) x—a g"(x)

néu nhu gia thiét rang gidi han cubi cung ton tai.
Vi du 3: Mot s6 tinh huéng khong dé y dén khi ap dung qui tic L’Hospital 1am cho
két qua co thé khong chinh x4c nhu trong tinh toan sau:

. sindx . 4cosdx 4
lim =1im =— =
=02x+3 x>0 D 2

Két qua chinh xéc la:

sindx O
im =—=
=02x+3 3

Trong vi du nay, tir s6 va mau s6 khong ddong thoi bang 0 tai x=0, do dé qui tic

L Hospital khong &p dung dugc.



Phuong phép ching ta p dung la néu f(x)—>0 va g(x)—0 khi x — oo, thi:

10) o )
e ) o

néu nhu gi6i han phia tréi ton tai. Cudi ciing trong hai dinh dang ctia qui tic L’Hospital,

nhu thé hién trong cac cong thire (7) va (8), d& dang nhan thiy su dung ddn cua cac biéu

thirc nay néu céc gia tri gié1 han phia phai [a +o hodc —oo.

Nhan xét: Quy tic L hospital con duoc mé rong cho trudng hop khi x — oo (dang 2

phan bai tap)

PHAN 2. BAI TAP

Dang 1.Tim cac gi¢i han sau:
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26. Qui tic L’Hospital lam viéc gidng nhau trong truong hop néu nhu diéu kién

f(a)=c(a)=0 dugc thay thé bang diéu kién lim f(x)=1lim g(x)=0. Hay gii thich. St



L NP S . (1+x)l/x—€
dung y tudng nay dé udc tinh: l}ng—

X
Dang 2. Tinh cac gi¢i han sau:
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41. Mac du trong céc bai tap 23 toi 30, dang khong xac dinh 1a 0° khong phai ludn ludn co
két qua 1a 1. Chi rd diéu nay bang tinh gi6i han sau:
p/lnx

lim x

x—0*

v6i p 1a mot hang sé khéc 0.



42.(a) V& d6 thi ham sé y = f(x) cho béi:

F(0)= {e-”xz khi x # 0

0 khix=0
Dang 3.
1 Tinh cc gi6i han ( dang ©)
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3.Tinh cac gidi han ( dang co — 00)
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7.Tinh céc giGi han ( dang o°)
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KET LUAN

Noi dung dugce trinh bay trong bao céo 1a nhimng kién thirc b ich giup nguoi doc hiéu
dugc phan nao vé vai tro quan trong cua quy tic L’hospital trong tinh gidi han. Béo
c4o 1a tai liéu tham khao tdt cho cic em sinh vién nam thir nhit cac truong Pai hoc.
Do thoi gian c6 han nén nhitng ndi dung dugc trinh bay trong bao cio van con han
ché. Vi vay néu ban doc mudn tim hiéu siu hon vé bdo cdo c6 thé tham khéo thém

cac tai liu dugc trich ¢ cudi bao cio nay.
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